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Théoréme de Burnside :

I Le développement

Le but de ce développement est de montrer le théoréme de Burnside qui offre un cas
ou le fait qu'un groupe d’exposant fini est fini est vrai.

Dans tout ce développement, on fixe un corps K commutatif de caractéristique nulle
et n un entier naturel non nul.

Soit M € M, (K).
La matrice M est nilpotente si, et seulement si, pour tout k € [1;n], Tr (Mk) =0.

Preuve :

Soit M € M, (K).

* Si M est nilpotente, alors M est semblable & une matrice strictement triangu-
laire supérieure T. Donc pour tout k € [1;n], on a M* semblable a T* (encore
strictement triangulaire supérieure) et puisque la trace est une propriété de classe,
on a Tr (Mk) =Tr (Tk) =0.

* Réciproquement, supposons que pour tout k € [1;n], Tr (M*) = 0.

Raisonnons par ’absurde en supposant que M n’est pas nilpotente.

On désigne par A1, ..., A, les valeurs propres non nulles de M dans un corps L de
décomposition de xar et mi,...,m, € N* leur multiplicité respective.

En trigonalisant la matrice M, notre hypothése équivaut & :

Vk € [1;n], Zmi)\f =0
i=1

En particulier, on obtient la relation :

Al A m1 0
—_——————
A X

On reconnait un déterminant de Vandermonde :
det(A) = H Ai H (Aj — Xi) # 0 (car les A; sont deux & deux distincts)
i=1  1<i<j<n

Ainsi A est inversible et X € Ker(A) = {0}, ce qui est contradictoire avec la
définition des m; (car non nuls). Donc la matrice M est bien nilpotente.

Soit H un sous-groupe de GL,(K).
Si H est d’exposant fini, alors il est fini.

Preuve :
Soit H un sous-groupe de GL, (K).
* En appliquant le théoréme de la base extraite & la famille génératrice H de
Vect(H), on obtient une base (M, ..., M) € H™ de Vect(H).
On définie alors 'application :
f:| H — K™
A +— (Tr(AMy),..., Tr(AMy,))

* Par hypothése, il existe N € N* tel que pour tout M € H on ait MY = I,,. En
particulier, les éléments de H sont racines du polynome X~ — 1 qui est scindé a
racines simples dans L un corps de décomposition. Donc tous les éléments de H
sont diagonalisables et leurs valeurs propres sont des racines N-iéme de I'unité.

+* Montrons que la fonction f est injective :
Soient A, B € H tels que f(A) = f(B).
Comme la famille (M, ..., My,) engendre Vect(H), on a Tr(AM) = Tr(BM) pour
tout élément M € H. De plus, en notant D = AB™' € H, on a :
Vk €N, Tr (D’““) —Tr (AB_ID’“> - Tr (BB_IDk) =Tr (D’“)

et donc par récurrence immédiate, on a Tr (Dk) =Tr (DO) = Tr(I,) = n.

On en déduit que pour tout kK € N, on a :
(D 1)") = i (’“) (DY) () = ni (k) < 10 x (—1)F
comm. £— 7 = 7
=n(1-1)F=0
Donc par le lemme précédent, D — I,, est nilpotente. De plus, D € H, donc D

et D — I,, sont diagonalisables, d’ou D — I, = 0 (car D — I,, est une matrice
nilpotente et diagonalisable), soit A = B.

* Ainsi, f est injective et d’aprés le deuxiéme point, f(H) C X™, ou :
X = {)\1 + ...+ X\ €L tq Vi € [1;n], AN = 1}
Comme X est fini, X™ D’est aussi et donc H également (car f injective).

Finalement, le sous-groupe H est un sous-groupe fini de GL, (K).
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II Remarques sur le développement

II.1 Reésultat(s) utilisé(s)

Ce développement tourne autour de la notion d’exposant dont on rappelle la définition
ainsi qu'un premier résultat utile de connaitre :

Définition 3 : Groupe d’exposant fini [Berhuy, p.344] :

On dit que G est d’exposant fini lorsqu’il existe un entier n € N* tel que pour
tout x € G, " = eq. Dans ce cas, on appelle exposant de G le plus petit entier
n € N* vérifiant cette propriété et on le note exp(G).

Proposition 4 : [Berhuy, p.344]|
Si G est un groupe d’exposant fini, alors exp(G) = PPCM({o(z), = € G}).
De plus, si G est fini, on a exp(G) qui divise Card(G).

On remarque que si un groupe est fini, alors il est d’exposant fini (par le théoréme
de Lagrange). Cependant la réciproque est fausse comme le montre le groupe (Z/2Z)N
qui est infini mais d’exposant égal a 2.

Soulignons le fait que le lemme 1 ne se généralise pas en caractéristique non nulle. En
effet, si K est un corps de caractéristique p € N*, alors I, € M (K) n’est pas nilpotente
mais pourtant pour tout k¥ € N, Tr (I}) = 0. De méme, le théoréme de Burnside est
faux en caractéristique non nulle. Si 'on considére par exemple K = F,,(T) (avec p un

nombre premier), alors :
1 a
G:{<0 1) GGLQ(K), aEK}

est un sous-groupe infini de GL2(K) d’exposant p.

Remarque 5 :

* Grace a la démonstration, on obtient les inégalités dim(Vect(H)) < n? et
Card(X) < N", ce qui nous permet d’obtenir Card(H) < N7

* S1 G est un sous-groupe commutatif de GL, (K) d’exposant N, on peut améliorer
la majoration de Card(H). En effet, comme les éléments de G commutent et sont
racines de XV — 1 (scindé a racines simples dans un corps de décomposition), ils
sont simultanément diagonalisables. Il existe donc P € GL, (L) tel que :

PHP™' C {Diag()\l,..‘,)\n) € Mu(L) tq Vi € [L;n], AN = 1}

et on obtient donc la majoration Card(H) < N™ qui est optimale.

I1.2 Pour aller plus loin...
II.2.1 Les sous-groupes finis de GL,(Q)

Dans GL,(C), on peut trouver des éléments de tous les ordres finis possibles. Nous
allons voir que la situation est un peu différente dans GL, (Q).

Il existe r € N* tel que pour tout A € GL,(Q) d’ordre fini on ait A" = I,.
De plus, le plus petit entier naturel non nul r» qui posséde cette propriété est
r = PPCM({k € N* tq p(k) < n}).

Preuve :
* Si A € GL,(Q) est d’ordre fini, alors il existe N € N* tel que X~ — 1 annule la
matrice A, donc les valeurs propres de A sont des racines de 'unité.

* Comme Q[X] est factoriel et par irréductibilité des polynomes cyclotomiques dans
Q[X], le polyndéme minimal w4 de A est un produit de polynémes cyclotomiques.
On en déduit donc que 74 est un élément de :

E= {<I>n1...<I>nT € Q[X] tqr € [L;n], (n1,...,nr) € (N)" et an(nk) = n}
k=1
Comme la suite (¢(n))nen diverge vers 400, on en déduit que lensemble E est

fini et on conclut que r, = PPCM({k € N* tq ¢(k) < n}) convient.

Remarque 7 :
* Pour les premiéres valeurs de n, on a par exemple :

r1 = PPCM(1,2) = 2 et r, = PPCM(1,2,3,4,6) = 12

x Il n’existe pas d’éléments d’ordre r,, pour n > 2.

+* En reprenant la démonstration ci-dessus, on remarque que les ordres finis des
éléments de GLy,(Z) sont exactement les PPCM(nq, ...,n,) € N* (en reprenant les
notations de E). Ainsi dans GL2(Z), les ordres finis des éléments sont 1,2,3,4 et 6.

Corollaire 8 :
Le groupe GL,(Q) ne contient quun nombre fini de sous-groupes finis & isomor-

phisme prés.
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Preuve :

On note 7, € N* I'entier du théoréme précédent.

Si G est un sous-groupe fini de GL,(Q), alors son exposant est majoré par ry,.
En utilisant alors la majoration obtenue & partir du théoréme de Burnside, on en
déduit que le cardinal de G' se majore par r;’3.

Ainsi, le groupe GL,(Q) ne contient qu’un nombre fini de sous-groupes finis a
isomorphisme prés.

Remarque 9 :
* On peut par exemple montrer que les sous-groupes finis de GL2(Q) sont a ’iso-
morphisme prés exactement les suivants :

{In}, Z/QZ, 2/327 2/427 Z/GZ, DQ, Dg, Dy et Dg

* Le groupe GL,(Q) contient tout les groupes de cardinal au plus n. En effet, si G
est un groupe de cardinal k£ < n, on a avec le théoréme de Cayley un morphisme
de groupes injectif A\ : G — &y.

D’autre part, si on désigne par (Fj1, ..., Ey,) la base canonique de C", on obtient en
utilisant les matrices de permutations un morphisme de groupes injectif :

—  GLn(2)
(Eo'(l)a (XX} Eo‘(n))

p:| 6,
o —

Comme Sy, s’injecte naturellement dans &,,, on obtient par composition un mor-
phisme de groupes injectif de G dans GL,(Z) C GL,(Q).

I1.2.2 Les sous-groupes finis de GL, (2Z)

Les résultats précédents s’appliquent encore ici, mais on peut obtenir un meilleur
majoration pour le cardinal du groupe dans ce cas.

Soit p un nombre premier impair.
Si G est un sous-groupe fini de GL,(Z), alors la restriction & G de la réduction
modulo p de GL,(Z) dans GL, (F,) est injective.

Preuve :

Soient p un nombre premier impair et G est un sous-groupe fini de GL, (Z).

on note 1 = G — GL,(F;) la réduction modulo p.

Si M € Ker(r), alors il existe une matrice A € M,,(Z) telle que M = I,, + pA. Or,
comme G est fini, il existe N € N* tel que MY = I,,.

On en déduit qu’il existe une matrice P € GL,(C) et des racines N-iéme de I'unité

Wiy .y wn € C* telles que A = PDP™!, avec :

D = Diag (wl — 1,...,
p

wn71>
p

Comme p > 2, on en déduit que (Dk ) converge vers la matrice nulle et donc

kEN
que (Ak ) pen Converge aussi vers la matrice nulle (par continuité du produit
matriciel).

Or, puisque A € M, (Z), il existe ko € N tel que A* = 0 et donc A est nilpotente,
soit A =0 (car A également diagonalisable).

Ceci donne donc Ker(M) = {I,} et donc 7 est injective.

Remarque 11 : [Francinou (2), p.377]
Si G est un sous-groupe fini de GL,,(Z), alors on a la majoration suivante :

n—1

I1 (3" - 3’“) <3"

k=0

Card(G) < Card(GLy(F3)) =

I1.3 Recasages
Recasages : 104 - 106 - 149 - 156.
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